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❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤✉s ✐♥ t❤❡ r❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ♦❢ ♣♦ss❡ss✐♥❣ ❧♦♥❣ ✐♥t❡rr❡❧❛t❡❞ ♣❡❞✐✲
❣r❡❡s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✐❞❡s✳✑ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ r❛♣✐❞❧② s✐♥❝❡ ❍✳
❲♦r❦✐♥❣✬s ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ✐♥ ✶✾✹✸ ❬✸✷❪✱ ❛s ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ str✐✈❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s
❜♦t❤ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥❢♦r♠ t♦ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✳ ❚♦❞❛② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡st t♦ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡s❡ t✇♦ ❣♦❛❧s ✐s t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❆❧✲
♠♦st ■❞❡❛❧ ❉❡♠❛♥❞ ❙②st❡♠ ❬✶❪✱ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡✶ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❛t♦♥ ❛♥❞ ▼✉❡❧❧❜❛✉❡r✬s
❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ❆■❉❙ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ◗❯❆■❉❙ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠♦❞✐✜❡❞ P■●▲❖● ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❊♥❣❡❧ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r✐❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
❧♦❣✲✐♥❝♦♠❡ t❡r♠✳ ■t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ s✉r✈❡② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ■t
✐s t❤❡ ❢r✉✐t ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ✐♥t❡r✇♦✈❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✱ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ q✉❡st ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ s♣❛♥♥✐♥❣ ♥❡❛r❧② ✺✺ ②❡❛rs s✐♥❝❡ ❲♦r❦✐♥❣✬s
❛rt✐❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ✜r♠ r♦♦ts ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❢♦r♠s ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥✱ ♠❡❛♥ t❤❛t ✐t ✐s ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ str♦♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡r
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■t ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ ✐t ❝♦♠♣❛r❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✢❡①✲
✐❜❧❡✱ t❤❡♦r②✲❢r❡❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡✲ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t r❛✐s❡ t❤❡ ✲
s♦♠❡✇❤❛t ♣r♦✈♦❝❛t✐✈❡ ✲ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛ ❝❡♥t✉r② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤♦✉❣❤t t♦
♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❞❛t❛✱ ✇❤❡♥ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞✐♥❣ ♥♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②
♠❛② ❛tt❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❙✉❝❤ ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳
❆ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ♦♥❡ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡
r❡❛❞✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ❛ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛s❦s✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥
❢❛♠♦✉s s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✶✾✽✵s ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦r ❬✷✼❪✳
❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛♥ ❛tt❡♠♣t ❛t
❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✇♦✈❡♥ ♣r♦❣r❡ss ♦❢ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥
✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜♦t❤ r❡❛❧
❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❤❛♥❞❧❡s ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s
❛♥❞ ✐rr❡❧❡✈❛♥t r❡❣r❡ss♦rs ✇❡❧❧✷✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❖♥❡ ❧❛st ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞
t♦ ❝♦♥❢♦r♠ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤✉s ✉s❡❞ t♦ t❡st ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✳
❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✉s❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✳
✶❚❤❡ ◗❯❆■❉❙ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ ♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ♠♦r❡
r❡❝❡♥t ❊❆❙■ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠ ❜② ▲❡✇❜❡❧ ❛♥❞ P❡♥❞❛❦✉r ❬✶✾❪ s❡❡♠s t♦ ②✐❡❧❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✷◆✉♠❡r♦✉s ♦r ✐rr❡❧❡✈❛♥t r❡❣r❡ss♦rs ❛r❡ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦t❤❡r ✢❡①✐❜❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
s✉❝❤ ❛s ❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦r r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss♦rs ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♣❛❝❡ ❣r♦✇ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦r ♥♦t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥s
✭✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐s ✜①❡❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♥♦r♠❛❧❧② s❤r✐♥❦ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥t
r❡❣r❡ss♦rs t♦ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳
✷
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❚❤❡ ✜rst st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜r❛♥❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t♦✉r✐s♠ ❬✶✽❪ ♦r ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❬✷❪✳ ■♥ ✷✵✵✽ ❛ ♣❛♣❡r ❜② ▼❝❆❧❡❡r ❡t ❛❧ ❬✷✵❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡♠❛♥❞
s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❣r❡❛t ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
♦❢ ❊♥❣❡❧ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ t✇♦ ❡①✐st✲
✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✭❆■❉❙ ❛♥❞ ❊❆❙■✮ ✿ t♦ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡② ❛❞❞ ♦♥❡
t❡r♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
❞❡✢❛t❡❞ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✭❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ✉s✉❛❧ ❞❡✢❛t♦r✮✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r
♥❡✉r❛❧✲♥❡t✇♦r❦✲❜❛s❡❞ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡✐r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢
❡①✐st✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✳ ❖✉rs ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠s ❛ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠ ❜② ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✭❛♥❞ ✉♥✲
♣❧❛♥♥❡❞ ♦r ✉♥❡①♣❡❝t❡❞✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✱ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❡❛s✐❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❜r✐❡❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ♦❢ ◗❯❆■❉❙ ❛♥❞ ◆◆❉❙✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡t❛✐❧s
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❛ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝❧♦s❡s ✇✐t❤ s♦♠❡
❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳
✷ ▼✉❧t✐❧❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✭▼▲P✮ ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛s❦s✳ ■ts ♥❛♠❡ ❞❡r✐✈❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❧✐♥❡❛r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡✈✐s❡❞ ✐♥ ✶✾✺✼ ❜②
❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭s❡❡ ❬✷✼❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss❡s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✽✵s✱ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✜❡❧❞s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❬✶✼❪✱
t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❛♥❛❧②s✐s ❬✶✺❪✱ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣② ❬✾❪✱ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❬✶✺❪✱ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❝✐✈✐❧
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❬✷✷❪✳
❚❤❡ ▼▲P ✇♦r❦s ❛s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜r❛✐♥ ✿ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
♥❡✉r♦♥s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s t❤r♦✉❣❤ s②♥❛♣s❡s✱ s❡♥❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✐♥❤✐❜❛t✐♥❣
♦r st✐♠✉❧❛t✐♥❣ s✐❣♥❛❧s✳ ■ts str✉❝t✉r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❢♦r♠ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❆s ✐ts
♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ t❤❡ ▼▲P ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛②❡rs ✿ ❛♥ ✐♥♣✉t ❧❛②❡r✱ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❤✐❞❞❡♥
❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❛❝❛✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♥❡✉r♦♥ ♣❛ss✐♥❣ ♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② t♦ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛② ❜❡ ❡♥t❡rt❛✐♥✐♥❣✱
❛♥ ▼▲P ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✿
• ❊❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧❛②❡r ✭■♥✶✱ ■♥✷✱ ■♥✸ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✮ ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡✳
• ❊❛❝❤ s②♥❛♣s❡ ✭♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✱ ❡❛❝❤ ❛rr♦✇✮ ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤t✳
❖♥ ✜❣✉r❡ ✶ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ■♥✸ ❛♥❞ ❍✹ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛✸✹✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❡
❜❡t✇❡❡♥ ❍✹ ❛♥❞ ❖✸ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜✹✸✳
• ❊❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ Hi ✐♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s Nk ✐♥
✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❛s ❛ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ♦❢ ❢♦✉r ♥❡✉r♦♥s✱ t✇♦ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ♥♦ ❜✐❛s ♥❡✉r♦♥s✳
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s②♥❛♣s❡s aki t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t t❤❡♠ t♦ ❍✐ ✿
Hi = f(
p∑
k=1
akiNk)
✇❤❡r❡ p ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡r✱ aki ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
s②♥❛♣s❡ ❧✐♥❦✐♥❣ Nk ❛♥❞ Hi✱ ❛♥❞ f ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡
❢♦r f ✐s t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆❡✉r♦♥ ❍✷ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶
✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧ H2 = f(a12 · In1 + a22 · In2 + a32 · In3)✳
• ❊❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ Oi ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇♦r❦s
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✿ t❤❡② ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡✉r♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ s②♥❛♣s❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ t♦Oi✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ✿
❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❧♦❣✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r t❤❡ s♦❢t♠❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡s t❤❡ ♦✉t♣✉ts t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✉♠ t♦ ♦♥❡ ✭Oi =
exp(
∑p
k=1
akiNk)∑q
j=1
exp(
∑p
k=1
akjNk)
✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥s✮✳
• ❊❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ✐♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ♦r ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ♠❛② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥✲
st❛♥t t❡r♠ ❝❛❧❧❡❞ ❜✐❛s✱ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡①tr❛ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s②♥❛♣s❡✳ ■❢ ♥❡✉r♦♥ H2 ♦❢ ✜❣✉r❡
✹
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✶ ✇❡r❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❜✐❛s t❡r♠✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❡q✉❛❧ H2 = f(a02 · 1+ a12 · In1 + a22 · In2 +
a32 · In3)✳
❚❤✉s ❛♥ ▼▲P ✇✐t❤ ❛♥② ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✇♦r❦s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠❛♣♣✐♥❣
❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛✲
t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ kt❤ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r✱ ✇✐t❤ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g ❢♦r t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❛♥❞
♦✉t♣✉t ❧❛②❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✿
Ok = g

b0k + Nhidden∑
j=1
bjk · f

a0j + Ninput∑
i=1
aij · Ii




■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ f ❛♥❞ g ❛r❡ ❜♦t❤ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ▼▲P r❡❞✉❝❡s
t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ f ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ g ❛ ❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥✱ t❤❡ ▼▲P r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ❧♦❣✐st✐❝
r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❚❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▼▲P st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❣✐✈❡♥ t❤❡ r✐❣❤t
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐t ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r ♣r♦♦❢s ❛♥❞
r❡❢❡r❡♥❝❡s s❡❡ ❘✐♣❧❡② ❬✷✺❪✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦r✳ ❚❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r✐❣❤t str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts ❀ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♠♣❧❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ❜✉t ❛ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ ❧✐tt❡r❛t✉r❡
❣✐✈❡s s♦♠❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ✏❜❡st✑ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ▼▲P ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥
❧❛②❡rs✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ♣❡r ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r✱ ❢✉❧❧ ♦r ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛②❡rs✮ ✐s
❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❘✐♣❧❡② ❬✷✺❪ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡✳
❋♦r ♠♦st ❝❛s❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r s❡❡♠s s✉✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❆s ❘✐♣❧❡② ♣✉ts
✐t✱ ✏❛ ❤❡✉r✐st✐❝ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ♥❡t✇♦r❦s ♠✐❣❤t ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♠♦❞❡st ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✐s t❤❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳✑ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐s ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✸✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② ❘✉♠❡❧❤❛rt ❛♥❞
▼❝❈❧❡❧❧❛♥❞ ❬✷✽❪✱ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜t t❤❡ ▼▲P ❜② ❧❡❛st
sq✉❛r❡s ✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ♦r ♣♦✐♥t ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ st❡❡♣❡st
❞❡s❝❡♥t ✲ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❧t❛ r✉❧❡ ✲ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
✸❈r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ N s✉❜s❡ts ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✶✵ s✉❜s❡ts ✐♥
✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏t❡♥✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✑✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r✉♥ N t✐♠❡s✳ ❉✉r✐♥❣
❡❛❝❤ r✉♥ k✱ ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ k✲t❤ s✉❜s❡t ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ s✉❜s❡t k ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡
t❡st s❛♠♣❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡rr♦r st❛t✐st✐❝s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❈r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢
❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❛♥❞ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❜♦t❤ ❢♦r r♦❜✉st
❡rr♦r r❡♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ tr❡❛t♠❡♥t s❡❡ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧ ❬✶✶❪✳
✺
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❡rr♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✲s❡ts t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ st❡❡♣❡st✲❞❡s❝❡♥t✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❣❡t ✏st✉❝❦✑ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✳ ▼❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦
t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♠❛❦❡
t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢❛st❡r ✭s❡❡ ❘✐♣❧❡② ❬✷✺❪ ♦r ❘♦❥❛s ❬✷✼❪ ❢♦r ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦ tr❛✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱
❜❛②❡s✐❛♥ tr❛✐♥✐♥❣ ✭s❡❡ ◆❡❛❧ ❬✷✶❪ ♦r ❋r❡✐t❛s ❬✸❪✮ ♦r ❣r❛❞✐❡♥t✲❢r❡❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
s✉❝❤ ❛s ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✶✻❪ ♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜❡❡ ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✶✹❪✳ ❆❧❧
♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❀ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥
❡✐t❤❡r st♦♣ ❛❢t❡r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♦r ♦♥❝❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✜t♥❡ss ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❛❝❤❡❞✱ ♦r ✇❤❡♥ ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠❡t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐♥ ♠❛♥② ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱ ❛s t♦♦ ♠✉❝❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ♦❢t❡♥
❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❡r❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
❜❡❤✐♥❞ ♦✈❡r❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛t❛✲
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛s❡t✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥
str❛t❡❣② t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ t❡st✐♥❣
s❛♠♣❧❡ ❀ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❝♦st ❛❢t❡r
tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❛♠♣❧❡✱ t❤✉s tr✉❧② r❡♣♦rt✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s✱
✐♥ t✉r♥✱ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿ st♦♣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦r
♦♥ t❤❡ t❡st✐♥❣ s❛♠♣❧❡ st❛rts t♦ r✐s❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❛ t❤✐r❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t s❛♠♣❧❡ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❙❛r❧❡ ❬✷✾❪ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❣r❡❛t ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r tr❛✐♥✐♥❣✳
❲❡✐❣❤t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ✇❛② ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦✈❡r❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
❬✷✺❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❤✐❣❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣
t❡r♠ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ✿
cost(v) =
1
N
N∑
i=1
(ŷi − yi)
2 + λ ·
1
m
m∑
k=1
v2k ✭✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ vk ❛r❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡✐❣❤ts ✭♣r❡✈✐♦✉s❧② ♥♦t❡❞ aij ❛♥❞ bjk✮✱ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❜❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞✱ λ ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t ŷ✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✾❪✱ ✐t ✐s ❜❡st ♥♦t t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡
❜✐❛s t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r
✇❡✐❣❤ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ λ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② t♦
❜❛❧❛♥❝❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❀ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✇♦r❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❡❧♣❡❞ st❛❜✐❧✐③✐♥❣
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s✳
▼✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❛s t❤❡② ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ t♦♦❧ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♥❣ ❛♥② ❛ ♣r✐♦r✐
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧② ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐♥❣❧❡
❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❢❡✇ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✇❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
✐s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ s✉r❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱
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❛♥❞ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧②
❣✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts✳ ❯s✉❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s t♦ r✉♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛♥② t✐♠❡s t♦ ♦❜✲
t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛ss❡ss t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ▼▲P ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✲ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
✲ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❀ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❣♦♦❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜✉t ✇❤♦s❡ ✐♥♥❡r ✇♦r❦✐♥❣s ❛r❡ ♠②st❡r✐♦✉s✳ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❣r❡ss♦r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦r t❤❡ ✉s✉❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡sts✱ ❜✉t r❛t❤❡r
♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ tr❛✐♥❡❞
♥❡t✇♦r❦ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥
r✉❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥②
r❡❣r❡ss♦r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳
❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ♦✈❡r ♦t❤❡r ✢❡①✐❜❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦r r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r s✉❝❤ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ♥❛t✉r❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t r❡❣r❡ss♦rs ✇❡❧❧ ❜② s✐♠♣❧②
s❡tt✐♥❣ t❤❡✐r ✇❡✐❣❤ts t♦ ❧♦✇ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ s❡❡ ❙❛r❧❡ ❬✷✾❪✳
❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♥♦t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ✇♦r❞s ♦❢ ❍❛st✐❡✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ❛♥❞ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❬✶✶❪✱
❬◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s❪ ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❬✳✳✳❪ s❡tt✐♥❣s ✇❤❡r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
r♦❧❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥♣✉ts✳
❖♥❡ ♠✐❣❤t t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊♥❣❡❧
❝✉r✈❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
❜✉❞❣❡t s❤❛r❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✮ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❡r❡❧② ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢
❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② ❦♥♦✇♥✳
❲❡ t❤✉s t✉r♥❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆◆❉❙✳ ❋✐rst ✇❡ tr✐❡❞
❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞❡❞ ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts✱ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✭❛ t②♣✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❢♦r s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✮ ❛♥❞ ❢♦r ❝♦♥✲
st❛♥t ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡✱ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣
❛♥ ❆■❉❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ✐t ✭❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✐♥ s❤❛r❡✲❢♦r♠✱ ✐♥ ❞♦❧❧❛rs ❛♥❞ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
❢♦r♠✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥❡❞
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t
✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❡♥♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✭❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛s ❜✉❞❣❡t
s❤❛r❡s✱ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢♦r♠✮ ✇❛s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡
❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❚❤✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ❢❛❝t ♠✐❣❤t ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧ ❬✶✶❪ t❤❛t ✏t❤❡r❡ ✐s q✉✐t❡ ❛♥ ❛rt ✐♥ tr❛✐♥✐♥❣ ♥❡✉r❛❧
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♥❡t✇♦r❦s✑✳ ❋♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❞❛t❛✱ ✇❡ t❛❦❡ ❝♦♠❢♦rt ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ r♦✲
❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ②✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦
❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤ t❤♦s❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ◗❯❆■❉❙ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✮✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡❦
♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr✉❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡
t❛❦❡ ♥♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s
♣❧❛② s②♠♠❡tr✐❝ r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❀ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❛s t❤❡②
❛r❡ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❧② t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜✉❞❣❡t s❤❛r❡s
❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✮ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss♦rs ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ✐s ♥♦t ❛♥
✐ss✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤✐s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ r✉♥♥✐♥❣ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣r❡ss✐♥❣ y ♦♥ x ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✿
y = 3x+ ε
x = α+ ε
α, ε ∼ N(0, 1)
✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t x ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ε✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ y ✐♥ x ✐s ❛r♦✉♥❞ ✸✳✺ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✸ ✭❡①❛❝t❧② ❛s ✐♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✮✳ ❲❤❡r❡❛s
✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ s❧♦♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸ ✭t❤❡ s❧♦♣❡
♦❢ α ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ y = 3α + 4ε✮ ✉s✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♦❣❡♥❡✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦❞✉❝t✐✈❡
✐♥ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ■❢ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ y ✐♥ x✱
❛♥❞ ✇❡ ♠❛❦❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐s t❤❡
✇❤♦❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ x✱ ✐❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ α+ ε✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ α✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❧♦❣✐❝✱ ✸✳✺
✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ ✸✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♠❛♥❞
s②st❡♠✳
❖♥❡ ❧❛st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦
❤❛♥❞❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ❛♥❞ t❤✉s t♦ t❡st ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❩❤❛♥❣
❛♥❞ ❈♦♥st❛♥t✐♥✐❞❡s ❬✸✸❪ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛
✇❡✐❣❤t❡❞ ✏▲❛❣r❛♥❣❡✑ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❘✉♥♥✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ♠✉st t❤❡♥ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❜❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✭s❡❡ ❬✶✷❪ ♦r ❬✶✸❪✮ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ■❢ ✇❡ t❛❦❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞✐❞ ✜♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✉s❡ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦ t❡st ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ♠❛❦❡s ♥♦ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❜✉t ✐t ✐s ♦✉r ❢❡❡❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❢r✉✐t❢✉❧ ❧✐♥❡ ♦❢
❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
✽
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✸ ▼♦❞❡❧ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s
✸✳✶ ❉❛t❛
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✐❝r♦❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❙♣❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❙t❛t✐st✐❝s ❈❛♥❛❞❛ ❢♦r
②❡❛rs ✷✵✵✹ t❤r♦✉❣❤ ✷✵✵✽✳ Pr✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❙t❛t✐st✐❝s ❈❛♥❛❞❛✬s ❈♦♥s✉♠❡r
Pr✐❝❡ ■♥❞❡①✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷✵✵✽ ■♥t❡r✲❝✐t② ■♥❞❡①❡s ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r Pr✐❝❡ ▲❡✈❡❧s t♦ ❤❛r♠♦♥✐③❡
♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✈✐♥❝❡s✳ ❲❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ s♣❡♥❞✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❈❖■❈❖P
♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ✭❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜② ♣✉r♣♦s❡✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥✬s ❙②st❡♠ ♦❢ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❝♦✉♥ts✳ ❚❤✐s ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❝♦♠♣r✐s❡s t✇❡❧✈❡ ❝❛t✲
❡❣♦r✐❡s ✿ ❋♦♦❞ ❛t ❤♦♠❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛❧❝♦❤♦❧✐❝ ❜❡✈❡r❛❣❡s❀ ❆❧❝♦❤♦❧✐❝ ❜❡✈❡r❛❣❡s✱ t♦❜❛❝❝♦ ❛♥❞
♥❛r❝♦t✐❝s❀ ❈❧♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦♦t✇❡❛r❀ ❍♦✉s✐♥❣✱ ✇❛t❡r✱ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ❣❛s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢✉❡❧s❀ ❋✉r✲
♥✐t✉r❡✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ r♦✉t✐♥❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡❀ ❍❡❛❧t❤❀ ❚r❛♥s♣♦rt❀
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥❀ ❘❡❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❡❀ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❀ ❘❡st❛✉r❛♥ts ❛♥❞ ❤♦t❡❧s❀ ▼✐s❝❡❧❧❛✲
♥❡♦✉s ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚r❛♥s♣♦rt s♣❡♥❞✐♥❣s ✇❡r❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧
tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt s❡r✈✐❝❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✸ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ✜❧t❡r❡❞ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡
t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥❞ ❢♦r
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦s❡ ♥❡t t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✐✛❡r❡❞ ❜② ♠♦r❡
t❤❛♥ ✸✵ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉r✈❡②✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✶✷✱✾✾✾ ❢♦r ✷✵✵✹✱ ✶✸✱✾✻✺ ❢♦r ✷✵✵✺✱ ✶✷✱✽✾✹ ❢♦r ✷✵✵✻✱ ✶✷✱✼✼✵ ❢♦r
✷✵✵✼ ❛♥❞ ✽✱✽✷✵ ❢♦r ✷✵✵✽✱ ❛♥❞ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✻✶✱✹✹✽ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ♣♦♦❧❡❞ ❞❛t❛✳
✸✳✷ ◗❯❆■❉❙
❲❡ ✜t t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ◗❯❆■❉❙ ♠♦❞❡❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛♥❦s✱ ❇❧✉♥❞❡❧❧ ❛♥❞ ▲❡✇❜❡❧ ❬✶❪ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ✿
wi = αi +
n∑
j=1
γij ln pj + βi ln
(
m
a(p)
)
+
λi
b(p)
(
ln
(
m
a(p)
))2
, ∀i
ln a(p) = α0 +
n∑
i=1
αi ln pi +
1
2
n∑
i=1
n∑
j=1
γij ln pi ln pj
b(p) =
n∏
i=1
p
βi
i
✇❤❡r❡ wi ✐s t❤❡ ❜✉❞❣❡t s❤❛r❡ ♦❢ ❣♦♦❞ i✱ pi t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❣♦♦❞ i✱ p ✐s ❛ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❛❧❧ ♣r✐❝❡s✱ ❛♥❞ m ✐s t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✸❪ α0 ✐s s❡t t♦ ❛ ❧❡✈❡❧ s♦♠❡✇❤❛t ❜❡❧♦✇
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❣✲❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ αi ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❝❡♣t
t❡r♠ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❛ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧✐✈❡s
✐♥ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❡♥✉r❡ st❛t✉s✱ ❛♥❞
✾
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❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❤❡❛❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ s♦ t❤❛t
αi = δi0 + δi1urban+
5∑
k=2
δi1khh.compk +
3∑
k=2
δi2ktenurek +
5∑
k=2
δi3keduck
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦♦❧❡❞ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ❬✶❪✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ln a(p) ❛♥❞ b(p) ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
✉s✐♥❣ ❙t♦♥❡✬s ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡
♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ln a(p) ❛♥❞ b(p) ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s✱ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ r❡❣r❡ss♦rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡
❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ t❡r♠s ❛r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐st❡❞
❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❤❡❛❞ ❛❣❡ ❛♥❞ sq✉❛r❡❞ ❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ s♦❝✐❛❧ st❛t✉s
✐♥❞❡① ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✽❪✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❛ ❍❛✉s♠❛♥ t❡st✳
P❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣✳
✸✳✸ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❉❡♠❛♥❞ ❙②st❡♠
❚♦ ✜t ♦✉r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥✹ t♦ ♦✉r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✿
• t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❜✉❞❣❡t s❤❛r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ❣♦♦❞s ❀
• t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❢♦r ◗❯❆■❉❙ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣r✐❝❡s✱
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✱ ❛ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧✐✈❡s
✐♥ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
t❡♥✉r❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛t✲
❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ②❡❛r ♦❢ s✉r✈❡②✳ ❚❤✐s ❧❛st ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❛❦❡
✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ ◗❯❆■❉❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢♦r♠ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡
♦♥❧②✱ ❛s ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❀
• t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤✐❞❞❡♥
❧❛②❡r ♦❢ t❡♥ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤
♥❡✉r♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r✳ ❚r✐❛❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇ ❀
• ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜✐❛s t❡r♠ ❀
• t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥t ❀
• t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥s ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❀
✹❚❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✇❛s ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❘ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✰✰ ❝♦❞❡ ❢♦r ❢❛st❡r r✉♥t✐♠❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❝♣♣ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✼❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ r✉♥s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❛❧❧ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r ❘✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ♠✐❣❤t ❜r✐♥❣ ❛ ♣✉❜❧✐❝ r❡❧❡❛s❡ ❛s ❛♥ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡✳
❙♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r♠ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦♥ r❡q✉❡st✳
✶✵
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• ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡r❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ❙❛r❧❡ ❬✷✾❪✱ ❛♥❞
✇❡✐❣❤ts ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❬✲✵✳✼✱ ✵✳✼❪ ❛s r❡❝♦♠✲
♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧ ❬✶✶❪ ❀
• t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏❘Pr♦♣✑✺ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪ ✇✐t❤ ✷✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❀
• t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✺✵✱✵✵✵ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✶✶✱✹✹✽ ♣♦✐♥ts ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ t❡st s❛♠♣❧❡ ❀
• ✺✵ r✉♥s ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ✇❡r❡ ♠❛❞❡✱ r❡✲❞r❛✇✐♥❣ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ r✉♥✱ t♦ ❛ss❡ss
tr❛✐♥✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✮ ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ♠❛tt❡r✱ ❛s ✐ts
r♦❧❡ ✐s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❡rs✉s ❜✐❛s✳ ❆ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❜✐❛s✱ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡s
✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ❛❝✉t❡❧②
✐♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✿ ♠❛♥② tr❛✐♥✐♥❣ r✉♥s ✇✐t❤ ♥♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
②✐❡❧❞s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ λ ✐s s❡t t♦♦ ❤✐❣❤✱ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s t❡♥❞ t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r
t♦ ♦♥❡✱ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠ ∂wi
∂x
t❡♥❞s t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ ③❡r♦✻ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t②
❢♦r♠✉❧❛ ✼✿
Elxi = 1 +
∂wi
∂x
·
1
wi
❲❡ ✉s❡ t❡♥✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤✳
■♥ t❡♥✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❡♥ r❛♥❞♦♠ s✉❜✲s❛♠♣❧❡s✱
❛♥❞ t❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲s❛♠♣❧❡s ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ t❡st✐♥❣ s❛♠♣❧❡
✭✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♥✐♥❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ λ = 3 ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r
st❛rts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳
✹ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠✐❝r♦❞❛t❛
✹✳✶ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ◗✉❛❧✐t②
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ◗❯❆■❉❙ ♠♦❞❡❧ ②✐❡❧❞❡❞ ❛ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ♦❢ ✵✳✵✵✸✺✼✽ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
s❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❛❜❧❡s ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺✳ ❍❛✉s♠❛♥ t❡sts ✉s✐♥❣ ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s str♦♥❣❧② r❡❥❡❝t❡❞
❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❡①❝❡♣t
❈❧♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ❋♦♦t✇❡❛r ✭♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✶✺✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ②✐❡❧❞❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ✐♥❢❡r✐♦r
t♦ 10−10✮✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ t❡r♠s✳
✺❲❤✐❧❡ ❘Pr♦♣ ✲ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r r❡s✐❧✐❡♥t ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✲ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♦❧❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜②
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ st❛♥❞❛r❞s✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❘♦❝❤❛ ❡t ❛❧ ❬✷✻❪ t♦ ❜❡ st✐❧❧ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ ♠♦st
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✷✵✵✸✳
✻❆ ❤✐❣❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤r✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡✐❣❤ts t♦ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❧♦s❡ t♦ ♥✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
✼❚❤✐s ❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦r♠✉❧❛ ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡❞✱ ✈✐③ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❜✉❞❣❡t s❤❛r❡s wi ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ x ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢♦r♠✳
✶✶
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❋♦r t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ✺✵ r✉♥s✽ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞
❡rr♦r ♦❢ ✵✳✵✵✸✹✹✺ ♦✈❡r t❤❡ t❡st s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ✵✳✵✵✸✸✻✺ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✜❢t②
r✉♥s s❤♦✇❡❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭t❤❡ t❡st✲s❛♠♣❧❡✲▼❙❊ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛
♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✵✵✵✶✮✱ ❛♥❞ ❛❧❧ r✉♥s ❣❛✈❡ r❡s✉❧ts ❜❡tt❡r t❤❛♥
◗❯❆■❉❙ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼❙❊✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✇❡ ✉s❡❞
t❡♥✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✺✳ ❙♦♠❡ ♦❢
t❤❡ t❡st✲s❛♠♣❧❡ ▼❙❊ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦s t❡sts ❞✐❞ ♥♦t r❡❥❡❝t
♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ ▼❙❊ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ✺ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ♦r ♠♦r❡✳ ❚✇♦✲s❛♠♣❧❡
t✲t❡sts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❣❛✈❡ r❡s✉❧ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✾✲♥❡✉r♦♥
♥❡t✇♦r❦s ✭♣✲✈❛❧✉❡ ✵✳✵✵✸✮✱ ❜✉t ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ✶✶ ❤✐❞❞❡♥
♥❡✉r♦♥s ♦r ♠♦r❡ ✭♣✲✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✹ t♦ ✵✳✾✮✳
❚❤✐s ✜rst ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ◗❯❆■❉❙ ❛♥❞ ◆◆❉❙ ②✐❡❧❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ♦❢
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s t✇♦
❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ♦r ♠♦r❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ♥♦t ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦✉♥t ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞ ♦✉r ◗❯❆■❉❙
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ✸✺✶ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❛♥ ▼▲P
✇✐t❤ ✽ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❀ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ✹✷✸ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t
✇❡✐❣❤ts✱ ❜✉t ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✷ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❢♦r ✾✺ ✇❡✐❣❤ts st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ◗❯❆■❉❙✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❤❛✈❡ r❡♠❛r❦❛❜❧② s✐♠✐❧❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦♥ ♠♦st
❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❣♦♦❞s✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❢♦♦❞ ❛t ❤♦♠❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆◆❉❙ ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱
❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❞❡❣r❡❡ ✐♥ ❢✉r♥✐t✉r❡✱ ♣r✐✈❛t❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ❛♥❞ ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ❣♦♦❞s✳
❢♦♦❞ ❛❧❝♦❤♦❧ ❝❧♦t❤✐♥❣ ❤♦✉s✐♥❣ ❢✉r♥✐s❤ ❤❡❛❧t❤ ♣r✐✈❛t❡ tr✳
q✉❛✐❞s ✵✳✵✵✺✻ ✵✳✵✵✶✽ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✾✶ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✶✶✸
♥♥❞s ✵✳✵✵✸✺ ✵✳✵✵✶✽ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✾✶ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✶✶✷
tr✳ s❡r✈✐❝❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡❝r❡❛t✐♦♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ r❡st❛✉r❛♥t ♠✐s❝
q✉❛✐❞s ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✸✶ ✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✻✾
♥♥❞s ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✸✶ ✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✻✼
❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ♦❢ ◗❯❆■❉❙ ❛♥❞ ◆◆❉❙ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❣♦♦❞s
❙♦✉r❝❡ ✿ ❙t❛t✐st✐❝s ❈❛♥❛❞❛ ♠✐❝r♦❞❛t❛✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♠♦r❡ ❥✉st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ◗❯❆■❉❙ ❛♥❞ ◆◆❉❙ ✇❡ ✉s❡
t❡♥✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✇❤✐❧❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ♣✉ts t❤❡♠ ❜♦t❤ ♦♥ ❡q✉❛❧ ❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❢♦r ◗❯❆■❉❙ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r
r❡♣♦rt❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳ ❆ ♥♦♥✲
✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◗❯❆■❉❙ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❀ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞
❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ r❡s✉❧t t❤❛t ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❜❡t✲
t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦✇❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣
◗❯❆■❉❙ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆◆❉❙ ✭✶✱ ✸✱ ✺✱ ✽✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✷ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s✮✱ ✇❡
✽❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r✉♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ♦❢ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s
✇❛s tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✷✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r♣r♦♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛♥❞
t❡st✲s❛♠♣❧❡ ❡rr♦r s❤♦✇❡❞ ♥♦ s✐❣♥ ♦❢ ♦✈❡r❧❡❛r♥✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❜② t❡♥✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮ ❢♦r ◗✉❛✐❞s ✭✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ◆◆❉❙ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❤✐❞❞❡♥
♥❡✉r♦♥s✳
✜♥❞ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❜✉t ❣✐✈❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱
❛s t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❡st s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ ✶✵ ❤✐❞✲
❞❡♥ ♥❡✉r♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ♠❡❛♥ ❡rr♦r t❤❛♥ ❡✈❡♥ ❛ ♥♦♥✲✐♥str✉♠❡♥t❡❞
◗❯❆■❉❙✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛♥ ◗❯❆■❉❙ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠❡
❛s ♥♦ s✉r♣r✐s❡ ✿ ❧♦✇❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼▲P ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❧❡
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❛♥❞ ◗❯❆■❉❙ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✮ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s
t❤❡ ❜❡st ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ ❜♦t❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❝r❡❞✐t t♦ t❤❡ ◗❯❆■❉❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞
✐❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ◆◆❉❙ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✲ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❧✐♥❦✐♥❣
t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ✲ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ◗❯❆■❉❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
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❝❤♦s❡♥ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❛s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◗❯❆■❉❙ ♠♦❞❡❧✳
✹✳✷ ■♥❝♦♠❡ ❊❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❊♥❣❡❧ ❈✉r✈❡s
❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s✳ ❇♦t❤ s②st❡♠s
❣✐✈❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❛♥❣❡s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❢❡✲
r✐♦r ❣♦♦❞s✱ ♥❡❝❡ss✐t✐❡s ❛♥❞ ❧✉①✉r② ❣♦♦❞s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ str✐❝t❧② s✐♠✐❧❛r ✿ ❢♦♦❞ ❛t ❤♦♠❡✱
❛❧❝♦❤♦❧✱ ❤♦✉s✐♥❣✱ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❝❡ss✐t✐❡s ❀ ❝❧♦t❤✐♥❣✱ ❢✉r♥✐t✉r❡✱ tr❛♥s✲
♣♦rt s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣r✐✈❛t❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱
r❡❝r❡❛t✐♦♥✱ r❡st❛✉r❛♥ts ✫ ❤♦t❡❧s ❛♥❞ ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❧✉①✉r✐❡s✳ ❚❤❡
◆◆❉❙ s❡❡♠s t♦ ②✐❡❧❞ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s t❤❛♥ ◗❯❆■❉❙ ✭✈✐③ ❡❧❛s✲
t✐❝✐t✐❡s ❝❧♦s❡r t♦ ♦♥❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✇❛s s❡t
t♦♦ ❤✐❣❤✳
Pr✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❛♥♥❡r ❛s ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐✲
t✐❡s ❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss r♦❜✉st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
t❤❡♠ ❤❡r❡✳ ❇❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✇✐❞❡❧② ✈❛r②✱ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t s❡❡♠ t♦ ❤❡❧♣ r♦❜✉st♥❡ss ❛s ✐t ❞♦❡s ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❲❡ t❛❦❡ ❝♦♠❢♦rt ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✇❡r❡ ❡q✉❛❧❧② ❜❛❞❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ◗❯❆■❉❙✱ ♠♦st ♣r✐❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❜❡✐♥❣ ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ♦✇♥✲♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ②✐❡❧❞✐♥❣ ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭♦♥❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s ❢♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♣r♦✈✐♥❝❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ②❡❛rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❣♦♦❞s✳
❢♦♦❞ ❛❧❝♦❤♦❧ ❝❧♦t❤✐♥❣ ❤♦✉s✐♥❣ ❢✉r♥✐s❤ ❤❡❛❧t❤ ♣r✐✈❛t❡ tr✳
q✉❛✐❞s ✶st q✉❛rt✐❧❡ ✲✵✳✸✽ ✵✳✺✻ ✶✳✵✾ ✵✳✺✶ ✶✳✵✺ ✵✳✹✹ ✶✳✹✻
q✉❛✐❞s ♠❡❞✐❛♥ ✵✳✵✾ ✵✳✼✽ ✶✳✶✺ ✵✳✻✻ ✶✳✶✸ ✵✳✽✶ ✶✳✼✷
q✉❛✐❞s ✸r❞ q✉❛rt✐❧❡ ✵✳✹✶ ✵✳✾✵ ✶✳✷✺ ✵✳✼✺ ✶✳✸✵ ✶✳✵✶ ✷✳✵✼
♥♥❞s ✶st q✉❛rt✐❧❡ ✵✳✷✽ ✵✳✽✼ ✶✳✶✵ ✵✳✺✸ ✶✳✵✻ ✵✳✼✶ ✶✳✸✶
♥♥❞s ♠❡❞✐❛♥ ✵✳✺✵ ✵✳✾✸ ✶✳✶✺ ✵✳✻✽ ✶✳✵✾ ✵✳✽✷ ✶✳✹✽
♥♥❞s ✸r❞ q✉❛rt✐❧❡ ✵✳✻✹ ✵✳✾✻ ✶✳✷✸ ✵✳✼✻ ✶✳✶✺ ✵✳✾✵ ✶✳✼✷
tr✳ s❡r✈✐❝❡s ❝♦♠♠✳ r❡❝r❡❛t✐♦♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ r❡st❛✉r❛♥t ♠✐s❝
q✉❛✐❞s ✶st q✉❛rt✐❧❡ ✵✳✾✺ ✵✳✹✷ ✶✳✷✾ ✵✳✾✹ ✶✳✶✶ ✶✳✷✹
q✉❛✐❞s ♠❡❞✐❛♥ ✶✳✵✹ ✵✳✺✾ ✶✳✹✺ ✶✳✵✵ ✶✳✸✵ ✶✳✹✸
q✉❛✐❞s ✸r❞ q✉❛rt✐❧❡ ✶✳✶✻ ✵✳✼✵ ✶✳✼✶ ✶✳✵✼ ✶✳✻✾ ✶✳✽✸
♥♥❞s ✶st q✉❛rt✐❧❡ ✵✳✾✾ ✵✳✺✹ ✶✳✷✵ ✶✳✵✺ ✶✳✷✶ ✶✳✷✵
♥♥❞s ♠❡❞✐❛♥ ✶✳✵✵ ✵✳✻✼ ✶✳✸✷ ✶✳✶✵ ✶✳✸✺ ✶✳✷✽
♥♥❞s ✸r❞ q✉❛rt✐❧❡ ✶✳✵✵ ✵✳✼✻ ✶✳✺✶ ✶✳✷✷ ✶✳✻✶ ✶✳✹✷
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❜② q✉❛✐❞s ❛♥❞ ♥♥❞s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❞❛t❛♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ❜✉❞❣❡t s❤❛r❡ ❧♦✇❡r
t❤❛♥ ✵✳✵✶ ✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳
❙♦✉r❝❡ ✿ ❙t❛t✐st✐❝s ❈❛♥❛❞❛ ♠✐❝r♦❞❛t❛✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r✳
❋✐❣✉r❡s ✸ ❛♥❞ ✹ ♣❧♦t t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ s♠♦♦t❤❡❞ ❊♥❣❡❧ ❝✉r✈❡s ✿ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
t❤❡ ❞❛t❛✱ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❞❣❡t s❤❛r❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ◗❯❆■❉❙✱ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
✶✹
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❜② ◆◆❉❙✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❡ r♦✉❣❤❧② q✉❛❞r❛t✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ◗❯❆■❉❙ ❝✉r✈❡s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❦❡② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ✲ r♦✉❣❤❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦❝✐♦✲❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤✐s q✉❛❞r❛t✐❝ s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧✇❛②s s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ❊♥❣❡❧ ❝✉r✈❡s✳ ■t
❞♦❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍♦✉s✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋♦♦❞ ❛t ❤♦♠❡ ❤♦✇❡✈❡r ✭✜❣✉r❡ ✸✮✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦♥❧② s✐♠✐❧❛r
❢♦r ❧♦❣ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✶✶✳✺ ✲ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s❛♠♣❧❡✳
❇❡②♦♥❞ t❤❡s❡ ❜♦r❞❡rs✱ t❤❡ ❢♦r❝❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ◗❯❆■❉❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦
♠❛❦❡ ✐t ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ◆◆❉❙✳
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙♠♦♦t❤❡❞ ❊♥❣❡❧ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❋♦♦❞ ❛t
❤♦♠❡✳ ✭❙♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❧♦✇❡ss ✇✐t❤
s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✵✳✶✮
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙♠♦♦t❤❡❞ ❊♥❣❡❧ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❍♦✉s✐♥❣✳
✭❙♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❧♦✇❡ss ✇✐t❤ s♠♦♦t❤✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ✵✳✶✮
✹✳✸ ❚❡st✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡r t❤❡♦r②
❆❧♦♥❣s✐❞❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✱ t❡st✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡r t❤❡♦r② ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ❛ ♠❛✐♥
♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢
♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ❜❡❤❛✈❡
r❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ✈✐③ ✇❤❡t❤❡r t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❢♦r
♦❜✈✐♦✉s r❡❛s♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉s✉❛❧ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s
t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛s ❛❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳
❚❤❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡ ❣✐✈❡s t♦ ✇❛②s t♦ t❡st ❢♦r ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥♦♥✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡sts ✭s❡❡ ❱❛r✐❛♥ ❬✸✵❪ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ s❡❡❦s t♦ ❞❡t❡❝t ❝❤♦✐❝❡s
t❤❛t ❝♦♥tr❛❞✐❝t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ r❡✈❡❛❧❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦♥✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡sts ✐s t❤❛t t❤❡② ♥❡❡❞ ❣r❡❛t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✱ ❢♦r ✐❢
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s t♦♦ ❧♦✇ ♥♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭s❡❡ ❱❛r✐❛♥ ❬✸✶❪✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛②
✶✺
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♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠
❝♦♥❢♦r♠ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ■♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛
❤❛♥❞✐❝❛♣ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♠❛♥② ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❡st✲
✐♥❣ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ✉s✐♥❣ ❛ ◗❯❆■❉❙ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❥✉st t❡st ✇❤❡t❤❡r ❝♦♥s✉♠❡rs
❜❡❤❛✈❡ r❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜✉t ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ r❛t✐♦♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ P■●▲❖●
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❊♥❣❡❧ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✉s ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❤②♣♦t❤❡s❡s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥
♠✐♥✐♠❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ t❤❡ ◆◆❉❙ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st ❥✉st ❢♦r r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡✱ ❜✉t s❡❡♠s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❢✲
✜❝✉❧t② ✐s t❤❛t ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠♦st❧② ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ❞♦
♥♦t ❧❡♥❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❡❛s✐❧② t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st
s♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ t❤❡♦r②✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s s❡tt✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐①t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s♦ ❛s t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐st✐♥❝t
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦✲❡①✐st ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜❡❧❞ ❢♦r ❢✉t✉r❡
r❡s❡❛r❝❤✳
✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❛s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◗❯❆■❉❙ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❛
♥❡✇ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ ❝r❡❞✐t t♦ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥
q✉❛❧✐t② ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ◆◆❉❙✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛tt❛✐♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♥♦ ♣r✐♦r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ◗❯❆■❉❙ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❛s
✐t ❣❡ts r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❜❡tt❡r
tr❛✐♥✐♥❣ ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❣❡t ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ ✇✐❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆◆❉❙ ❛♥❞ ◗❯❆■❉❙✳
❚❤✐s r❛✐s❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ ✏♣❡r❢❡❝t✑ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞
✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❡ ❜❡st s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✲ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ ❡✈❡♥t ✲✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s ❝♦✉❧❞ ❛❝t ❛s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❢♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✿ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦r ✇♦✉❧❞ s❡t
❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ♦❢ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♦✉t♣✉t
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ t❡st t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆♥♦t❤❡r ❡①❝✐t✐♥❣ ♣r♦s♣❡❝t✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❡st✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝
t❤❡♦r② ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠✉❝❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss r❡♠❛✐♥s
t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳
✶✻
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❢♦♦❞ ✭s❞✮ ❛❧❝♦❤♦❧ ✭s❞✮✳✶ ❝❧♦t❤✐♥❣ ✭s❞✮✳✷ ❤♦✉s✐♥❣ ✭s❞✮✳✸
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♣❴❤♦✉s ✲✵✳✷✻✶✵ ✭✵✳✵✺✻✵✼✮ ✵✳✵✵✾✹ ✭✵✳✵✶✹✾✶✮ ✲✵✳✵✹✶✵ ✭✵✳✵✶✷✵✵✮ ✲✵✳✵✷✸✻ ✭✵✳✵✸✾✼✺✮
♣❴❢✉r♥✐s❤ ✵✳✹✽✷✼ ✭✵✳✶✶✶✺✾✮ ✵✳✵✾✺✼ ✭✵✳✵✻✷✼✸✮ ✵✳✵✶✹✾ ✭✵✳✵✹✾✹✶✮ ✵✳✷✺✸✵ ✭✵✳✶✺✶✷✶✮
♣❴❤❡❛❧t❤ ✵✳✷✵✹✼ ✭✵✳✵✹✸✶✸✮ ✲✵✳✵✷✻✷ ✭✵✳✵✷✵✶✸✮ ✲✵✳✵✷✵✷ ✭✵✳✵✶✹✻✸✮ ✲✵✳✶✹✶✶ ✭✵✳✵✹✹✸✵✮
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